1re Probabilités

Dans tout ce qui suit, on note ) 'univers (fini) d'une expérience aléatoire, muni d’une proba-
bilité P.

1 Probabilités conditionnelles

Lorsque on cherche a calculer une probabilité, il est assez courant qu’on sache qu’un certain
événement est déja réalisé.

Un exemple type est : « Sachant qu’un patient est positif a un test de dépistage médical, quelle
est la probabilité qu’il soit malade? »

On veut donc calculer une probabilité sur un univers restreint : celui des patients positifs.
Notre facon de calculer les probabilités doit rendre compte de cette information.

On propose la définition suivante.

Définition 1

Soit A, B des évenements, tel que P(A) # 0. On appelle la probabilité de B sachant A le
nombre
P(ANB)

PA(B) = P(A)

Remarques
— Pouvez-vous montrer que P4 (B) est bien dans I'intervalle [0;1]? C’est-a-dire que ce nombre
mérite bien le nom de "probabilité”.
— On est sensé "savoir" que A est réalisé. Montrez que P4(A) = 1.
— L’intersection avec A au numérateur traduit 'idée de restriction de 1'univers.
— On a supposé P(A) = 0. Serait-il intéressant de chercher a définir P4 (B) dans le cas P(A)=0?

Exemple Je tire une carte au hasard dans un jeu de 52 cartes. Je vous assure (et on me suppose
honnéte) que la carte tirée est une carte rouge.
Quelle est la probabilité que ce soit une dame? Essayez de trouver la réponse intuitivement
d’abord. Appliquons ensuite la définition. On note

— RI’évenement « la carte tirée est rouge ». Donc P(R) = 1% !

=1
— D I’événement « la carte tirée est une dame ». Et donc P(DNR) = %
Alors X
P(DNR) & 2
Ppr(D)= —————==>%5=—=0(,15.
r(D) P(R) 3713

On a ainsi créé une nouvelle facon de calculer des probabilités qui rend compte de notre "sa-
voir". P4 vérifie les mémes formules que d’habitude :

Soit A, B, C des événements, tel que P(A) # 0.
== PA(BUC):PA(B)-FPA(C)—PA(BHC)
— P4(0)=0,Ps(Q)=1.

— P4(B)=1-P4(B).

Deémonstration en annexe.
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1re Probabilités

2 Arbres pondérés

On peut représenter les expériences aléatoires par

— des tableaux dans les cas simples, comme vu en introduction du chapitre,

— ou par des arbres.
Ces derniers sont assez intuitifs pour décrire des situations avec une certaine « chronologie » Dé-
crivons un exemple type : un tirage sans remise.

Probleme : Un sac contient 3 boules rouges et 2 boules bleues. On effectue deux tirages
sans remise. Quelle est, par exemple, la probabilité d’obtenir deux boules de la méme couleur?

Notons
R l’événement « la boule tirée est rouge »
B lI’événement « la boule tirée est bleue »

On représente le tirage par l’arbre suivant :

2/4 R
3/5 R
2/4 B
3/4
2/5 / R
B
1/4 B

On appelle

branche le chemin menant d’un nceud a un autre.

feuille l’'extrémité d’une suite de branches.

[Théoréme 2 (Regles d’utilisation d’un arbre)]

— La somme des probabilités des branches issues d’'un méme nceud est égale a 1.

— La probabilité d’une feuille est égale au produit des probabilités des branches
aboutissant a la feuille.

— La probabilité d’'un événement réalisé par plusieurs feuilles est la somme des
probabilités des feuilles en question.

ez ; 3.2,2.1_2
La probabilité cherchée est donc -7+ -7 = 5.

Plus généralement, étant donné deux événements A, B on a 'arbre suivant :
La troisieme des regles ci-dessus peut se formaliser ainsi :
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1re Probabilités

Soit A, B deux évenements, tels que P(A) = 0.
P(B)=P(ANB)+P(ANB).

Ce qui peut se réécrire

P(B) = P4(B)P(A) + P4(B)P(A).

3 Indépendance de deux évenements

L’idée est la suivante :

Deux événements A, B sont indépendants quand savoir que I'un des deux est réalisé
n‘apporte pas de nouvelle information sur 'autre (en termes de probabilités).

Plus précisément :
Définition 3
Soit A, B deux évenements. Ils sont dits indépendants quand

P(ANB) = P(A) x P(B).

Une conséquence tres importante de cette définition est le théoréme suivant :
Théoréme 4

Soit A, B deux évenements, tels que P(A) # 0 et P(B) = 0. Au moins une des deux égalités
suivantes est vraie

si et seulement si A et B sont indépendants.

En effet, ce théoreme correspond mieux a 'idée intuitive énoncée ci-dessus. Pourquoi ne pas
prendre ce théoréeme comme définition de I'indépendance? La définition est une égalité concise,
symeétrique, ne nécessitant pas d’hypothése supplémentaire.
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Probabilités

Si A, B sont indépendants alors A et B le sont aussi.

Démonstration

P(A)P(B) = (1 -P(A))P(B)
=P(B)-P(A)P(B).

Or par hypothese P(AN B) = P(A)P(B). Donc

Puis, par le théoréme

Remarques On en déduit que A et B sont indépendants, ainsi que A et B.
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1re Probabilités

4 Annexe

Démonstration (du théoréme/1))

Premier point On part de la définition pour écrire :

gn dessin (faites-le!) permet de se rendre compte que (BUC)NA =(BNA)U(CNA).Et
onc
PL(BUC) = P((BHI;)(Z)(CQA))
_ P(BNA)+P(CNA)-P((BNA)N(CNA))
P(A)
P, (B)+P4(C) - P(BNA)N(C nA)).

P(A)
Un autre dessin donne (BNA)N(CNA)=(BNC)NA. Dou

P,(BUC)=P4(B)+P4(C)-PA(BNC).

Deuxiéme point Par définition

Pa(@) =~ o
Or, o2NA =@. Donc

PA(2) = % =0
De méme, comme QNA=A,

PAQ) = D) =1

Dernier point La derniére formule se déduit des deux précédentes car
BUB=Q
BNB=o

la premiére formule donne

P4(Q)=P4(B) +P4(B)—P4(2).

Et le deuxieme point donne alors

1 =P4(B)+Pa(B)
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Définition 4

Un évenement est dit négligeable si sa probabilité est nulle.

[Théoréme 6 (Formule des probabilités composées)]

Soit n > 1 un entier. Soit Ay,... A, des événements d’intersection non négligeable. Alors

P(A;N--NA,) =P(A1) Py (A2)...Pajnna, , (An)

Démonstration

Par récurrence sur n.
Initialisation La formule est triviale dans ce cas : P(A;) = P(A;).

Hérédité Soit n > 1. Supposons la formule vraie. Montrons qu’elle est vraie pour n+ 1.
Soit donc Ay,...,A,,; des événements d’intersection non négligeable.

PUA; N A1) = P(AL N0 Ag) X Py oo (A
= P(Al) : PA] (AZ) te PA] N-NA;_1 (Aﬂ) ' PA] N-NA, (An+1)

[Théoréme 7 (Formule des probabilités totales)}

Soit Ay,...,A,, une partition de I'univers Q. Et B un évenement. Alors
P(B)=P(A;NB)+---+P(A,, N B).
Si de plus aucun des A; n’est négligeable, alors

P(B) = P4, (B)P(A,) +--+ P4, (B)P(A,).

L’hypothese de non-négligeabilité des A; est superflue si on prend la convention P4, (B)P(A;) = 0
quelque soit B.

Démonstration

Soit Ay,..., A, une partition de I'univers, et B un événement. Alors
B=BNQ=BN(A;U---UA,)=(BNA;)U---U(BNA,)
Les unions du membre de droite de la derniére égalité sont disjointes. Donc
P(B)=P(BNAy)+---+P(BNA,).

La deuxiéme formule découle de la définition des probabilités conditionnelles.
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