Corrigés CHAPITRE 3 : LIMITES DE SUITES

Exercice 1

1. lim —n? = —oo par produit; lim —3n = —oo par produit et lim 5 = 5.
n——+o0o n—-+oo n—-+o0o
Ainsi lim w, = —oo par somme.
n—-+oo

3 3
2. lim n®=4o00; lim — =0 par quotient d’oit lim 2+ — = 2 par somme.
n—-+oo n2 n2

n—-+oo n—-+oo
Ainsi lim wv, = 400 par produit.
n—-+oo
3. lim 3 —5n = —oo par produit et somme et lim n® —4 = 400 par somme.
n—-+oo n—-+oo
Ainsi lim w, = —oo par produit.
n—-+00

4. lim /n=+4o0; lim n?=+4ocoet lim 2n = +4oo par produit donc lim n?+ 2n = 400 par somme.
n—-4o0o n—-+4oo n—-+4oo n—-4o0o

Ainsi lim =z, = 400 par produit.
n—-+oo

Exercice 2

1
1. lim 2n + 4 = 400 par produit et somme et lim — —5 = —5 par somme.
n——+4oo n—+oo n
Ainsi lim w, = —oo par quotient.
n—-+o0o
2. lim —-3=-3et lim 2n%+n+ 1= 4oo par somme.
n—-+oo n—-+oo
Ainsi lim v, = 0 par quotient.
n—-+oo
) 1 . 1 . .
3. lim 2- — =2parsommeet lim 7+ ——= =7 par produit, quotient et somme.
n——+o0o n n——+0o n\/ﬁ
N 2 .
Ainsi lim w, = — par quotient.
n—-+oo 7
2
4. lim —4=—4et lim — +— =07 par somme.
n——+oo n—+oo N
Ainsi lim =z, = —oo par quotient.
n—-+oo

Exercice 3

1. a. lim 3n?=4occet lim —8n = —oo. La somme de ces deux limites est un cas de forme indéterminée.
n—-+oo n—-+4oo
8 2
b. u, =3n?(1—- — 4+ = .
" ( 3n  3n?
8
lim 3n%2=+occet lim 1— — + —— = 1 par somme.
n—+4o00 n—+o00 3n  3n2
Ainsi lim wu, = 400 par produit.
n—-+o0o
2 5
2. a. v,=-2n%(1-Z= .
" < n * 2n2)
lim —2n? =—ocoet lim 1— =4 — = 1 par somme.
n—-+4oo n——+oo n 2712
Ainsi lim v, = —oo par produit.
n—-+4o00

3 7 9
b. w, =505 (1— — — —— 4 ).
v n( 5n 5n2+5n3)

7 9
: 3 _ : _ 2 I .
ngrfoo 5n° = 400 et ngrfool mn 2 T Ens 1 par somme.
Ainsi lim w, = +oo par produit.
n—+oo

c. /n= n= donc le terme de plus haut degré est —n.

xnz—n—i-\f:—n(l—\/lH).

lim —n=-o0cet lim 1— —— =1 par somme.
n—-+oo n—-+oo \/ﬁ
Ainsi lim =z, = —oo par produit.
n—-+00
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Corrigés CHAPITRE 3 : LIMITES DE SUITES

Exercice 4

1. a. lim 2n—4=+4ocoet lllf n? +1 = 4o00. Le quotient de ces deux limites est un cas de forme indéterminée.
o0

n—-+oo
n ( - é) 1 -4
b. u, = ———" 5 =— X T
n?(1+5z) n 145
_ 4
c. lim —=0et lim 1 = 2 par somme et quotient; ainsi lim wu, = 0 par produit.

n——+oco n n—+oo | 4 3 n——+oo

n(-5+2) B -5+ 2

2 a. v, = S = oy
lim —5+ — = —5 par somme et lim 4 —I— — =4 par somme; ainsi lim v, = —- par quotient.
n—-+o00 n n—+oo n—+o0
b. w _n3(717%+%) —nxi_ _7+
R ) 2+ 0+
: 110, 4 _ =
HETOOTL =400} ngrfoo 1— 23+ 5 1 par somme; EIEOO 2 —|— -+ ng = 2 par somme;
110 4, 4
ainsi 7111)1}_100 2+"71”3 =—5 par quotient. Finalement ngr-lr-loo w, = —oo par produit.

Exercice 5

n(l+2%) 1+42
1. u, = (1+5) = 5
@+) 1+ 2
lim 1 —|— < =1 par somme et lim 1 —|— = =1 par somme donc hm u, = 1 par quotient.
n——+oo n——+oo n——+
n+2—-1 n+2 1 1 1
2. = — =1- .0 tout n € N 2>0d >0 d -—— <0
Up, o P N2 o r pour tout n , n+ oncn_i_2 onc o
donc 1 — —— < 1, c’est-a-dire u,, < 1.
n+2
3. D’aprés la question 1., lim wu, + 2 = 3 par somme; lim wu, —1 = 0~ par somme et d’aprés la question 2.
n——+0o n——+oo

n+2
(up, < 1 donc u, —1<0). Ainsi  lim tn

= —o0 par quotient.
n—-+oo Up — 1 p d

Exercice 6

" 1
1. lim (—4) =0car —1< ~1 < 1 puis lirf u, = 0 par produit.

n—-+oo n—

2. lim 0,99” =0 car —1 < 0,99 < 1 puis 111J1r1 u, = 1 par produit et somme.
(o]

n—-+oo n—

3. lim 1,99” = 400 car 1,99 > 1 puis lim wu, = 400 par produit et somme.
n—+oo n—+o00

4. lim 2" =4ococar 2> 1 puis lim wu, = —oo par produit et somme.
n—-+oo n—-+oo

4\" 4\" 4
6. u, =2 x (5> . lim (5> =0car —1< 3 < 1 puis lirf Uy, = 0 par produit.

n—

n—-+4o0o

-1\" 1
X =-x10". lim 10" = 400 car 10 > 1 puis lim wu, = 400 par produit.
_071 4 n—-+o0o

:() . Donc lim un—Ocar—l<§<1

n—-4o0o
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Corrigés CHAPITRE 3 : LIMITES DE SUITES

Exercice 7

1.

1\" 1
lim () =0car -1 < = <1pus lim wu, =— =2 par somme et quotient.
2 n——+oo

n—+oo \ 2 0,5
1—-(V2)"
ngr}rloo(ﬁ)” = 400 car v/2 > 1. Ainsi nglfool — (vV/2)" = —oo puis ngr}rloo 1(\55

1 —+/3 < 0. Finalement lim wu,, = 400 par somme.
n—-4o0o

= +00 par quotient et car

1
. On reconnait que u,, est égal & la somme des termes de la suite géométrique de raison 3 et de premier terme 1.

no 1\ 1 ()" 1 /1\" 1\" 1
Onpeutécrireun=2<) :(3):3><<1—><<3> >.Or lim <) :Ocar—1<§<1;

= 3 1— % 2 3 n—+oo \ 3

S 3 .
ainsi lim w, = = par somme et produit.
n—-+oo 2

. On reconnait que u,, est égal a la somme des termes de la suite géométrique de raison 2 et de premier terme 1.

no o 1—2ntt
On peut écrire u,, = ) 2" = -5 = —1x(1=-2x%x2")=2x2"-1.0r lirf 2" = 400 car 2 > 1; ainsi
1=0 - n—+4o0o
lim w, = 400 par produit et somme.

n——+oo

Exercice 8

Y

10.

11.

12.

. On est en présence d’une forme indéterminée « 0 X +o0o », on développe donc u,, : u, = — +
n

lim /n=+oc0et lim n? = 400 donc lim w, = 400 par somme.
n—-+oo n—-+oo n—-+oo

. On est en présence d’une forme indéterminée « +0o0 — oo », on factorise donc u,, par le terme de plus haut degré :

6 1 1 1 . 6 . 1 1 1 .
Up=n"|1——+———]. lim n°=4occet lim 1——+ — — — =1 par somme donc lim wu, =-+o0
n2 n* nd) noteo n—-+oo n2 n* nb n—r+oo

par produit.

7\" 7
lim () =0car -1 < — <1let lim n®=4oodonc lim wu, = +oo par somme.
n—-+oo 10 10 n—-+o0o n—-+o0o

. . 4 .
. On est en présence d'une forme indéterminée « 0 x +00 », on développe donc uy, : u, = 3+ — donc lim w, =3
n n—-+oo

par somme.

lim n®+4=+4o00et lim n—3=+4o0donc lim wu, = +oo par produit.
n—-+oo n—+oo n—+00

3 4 .

— donc lim wu, =0
n n—+oo

par somme.

1
lim 8 —2=4c0et lim 34 — =3 donc lim wu, = 400 par produit.
n—-+oo n—-+oo \/ﬁ n—-+oco

lim n? —4 = 400 par somme donc lim wu, = 0 par quotient.
n——+oo n——+00

A . 8] . . . . .
. On est en présence d’'une forme indéterminée « — ». On pourrait factoriser numérateur et dénominateur par le
00

terme de plus haut degré ... mais il y a plus astucieux ici! En effet, n? — 1 = (n — 1)(n + 1) et donc u,, = n — 1

dou lim wu, = +oco.
n—-+4oo

On est en présence d’une forme indéterminée « — ». On factorise numérateur et dénominateur par le terme de plus

0
2 3 3
haut degré : u,, = 22 (<_6711+_”;)) = _6;__”22 . nEIJIrloo —6—|—% =—6et nll}IJIrloo —% —2 = —2donc ngrfm Up = _—S =3
par quotient.
I 1 . I 2 .
n_1>I_iI_IOO4 — % =4 et nll)rfoo 5 6 = —6 donc n_lﬂloo“” =5~ "3 par quotient.

. . 00 4
On est en présence d’une forme indéterminée « — » (car — > 1 et = > 1).

00
\N"  [3\" 7 3\" 21\" 21
Or u, = (5> X (4) = (5 X 4) = (20> . Ainsi nggr_looun = 400 car 20 > 1.
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Corrigés CHAPITRE 3 : LIMITES DE SUITES

Exercice 9

Les propositions vraies sont :

— Si la suite est majorée et si la suite est croissante alors la suite converge.

— Si la suite est minorée et si la suite est décroissante alors la suite converge.

— Si la suite n’est pas majorée et si la suite est croissante alors la suite diverge. (vers +00)
— Si la suite n’est pas minorée et si la suite est décroissante alors la suite diverge. (vers —oo)

Remarque : Toute suite croissante est nécessairement minorée (par son premier terme) et tous les cas peuvent se
présenter : convergence, divergence vers 400, absence de limite. De méme, toute suite décroissante est nécessairement
majorée et tous les cas peuvent se présenter.

Exercice 10

. Vrai : (u,) est décroissante car u,+1 < u, pour tout n € N.
Faux : (uy) étant décroissante, elle ne pourrait étre croissante que dans le cas ou (u,,) serait constante.
Vrai : toute suite décroissante est majorée par son premier terme (cela se montre aisément par récurrence).

Vrai : (uy,) est minorée par 4 car u, > 4 pour tout n € N.

AN B o

Faux : (uy) est décroissante et minorée donc, d’aprés le théoréme de la limite monotone, (u,) converge.

Exercice 11

1
1. On ne peut rien affirmer. La suite (n + 1) vérifie les conditions et diverge vers +oo, tandis que la suite (2 — 271)
vérifie les conditions et converge vers 2.
2. (uy) est décroissante et minorée par 0 (u, > 0 pour tout n € N) donc, d’aprés le théoréme de la limite monotone,
(un) converge.

3. On ne peut rien affirmer. La suite (2+ (—1)") est bornée par 1 et 3 et n’admet pas de limite (ses valeurs alternent

1
entre 1 et 3), tandis que la suite (2 ~on est bornée par 1 et 2 et converge vers 2.

Exercice 12

n

1. v, =2x —g . lim <_§) :Ocar—1<—§<1.Ainsi

n—-+oo

lim v, = 0 donc on peut conclure sur ’existence
n—-+oo

et la valeur de la limite.

2. On peut conclure sur 'existence de la limite grace au théoréme de la limite monotone. En revanche on ne peut pas
connaitre la valeur de la limite. En effet les suites (1 — 0,1") et (2 — 0,1™) sont croissantes et majorées par 2, la
premiére a pour limite 1 et la seconde a pour limite 2.

3. On peut conclure sur lexistence et la valeur de la limite grace au théoréme des gendarmes : lim v, = 5.
n—-+oo

4. On peut conclure sur 'existence et la valeur de la limite grace a la propriété du cours qui affirme que toute suite
décroissante non minorée admet pour limite —co.
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Corrigés CHAPITRE 3 : LIMITES DE SUITES

Exercice 13

1. — P(n) : «up >4 ».
— Initialisation. up = 5 donc P(0) : « ug >4 » est vraie.
— Heéreédité. On suppose qu’il existe un entier n € N tel que P(n) est vraie.
Mountrons que P(n + 1) : « up41 > 4 » est vraie également.
On a, par hypothése de récurrence, u,, > 4. Donc %un > 2. D’ou %un + 2 > 4. C’est-a-dire u,41 > 4.
Ainsi P(n + 1) est vraie.

— Conclusion. Par axiome de récurrence, on a montré que pour tout n € N on a u,, > 4.

1 1
2. un+1—un:§un+2—un:—§un+2.

1 1
3. D’aprés la question 1., pour tout n € Non a u,, > 4 donc —iun < —-2d’ou —iun+2 <0, c’est-a-dire up+1 —u, < 0.
On en déduit que la suite (u,) est décroissante.

4. La suite (uy,) est décroissante (question 3.) et minorée par 4 (question 1.) donc, d’aprés le théoréme de la limite
monotone, elle est convergente.

Exercice 14

1. — P(n): «t, < —n?»

— Initialisation. t; =5 - 0—4=1;t, =1-5—-4= -8 et —22 = —4 donc P(2) : « ta < —22 » est vraie.

— Hérédité. On suppose qu’il existe un entier n > 2 tel que P(n) est vraie.
Montrons que P(n + 1) : « t,41 < —(n+1)? » est vraie également.
On a, par hypothése de récurrence, t,, < —n?. Donc ¢, —5n—4 < —n? —5mn—4. Or —(n+1)2 = —n? —2n — 1.
Donc —n? —5n—4=-n?>-2n-1-3n-3=—(n+1)2—(3n+3) < —(n+1)% car 3n+3 > 0.
Par transitivité de la relation < (si @ < b et b < ¢ alors a < ¢), on en déduit que ¢, —5n —4 < —(n + 1)2,
c’est-a-dire ¢, < —(n + 1)2. Ainsi P(n + 1) est vraie.

— Conclusion. Par axiome de récurrence, on a montré que pour tout entier n > 2 on a t,, < —n?.

2. lim —n?= —oodonc lim t, = —oo par théoréme de comparaison.

n—-+oo n—-+oo

Exercice 15

1. (—1)™ =1 si n est pair et (—1)" = —1 si n est impair. Ainsi pour tout n € N, —1 < (-=1)" < 1;
d'ou 4 <5+ (—1)" <6 puis 4 x 0,59" < 0,59"(5+ (—1)") < 6 x 0,59", c’est-a-dire 4 x 0,59™ < u,, <6 x 0,59™.

2. lim 0,59" =0 car —1 < 0,59 < 1. Alors lim 4 x 0,59" = liIE 6 x 0,59™ = 0 par produit. Par conséquent,
n—

n—-+oo n—-+oo o0
lim w, = 0 d’apreés le théoréme des gendarmes.
n——+oo

Exercice 16

1. Il semble que la suite (k) ait pour limite 0 quand n tend vers +oo.
2. D’apreés les variations de la fonction sinus, on sait que —1 < sin(z) < 1 pour tout = € R. A fortiori, —1 < sin(n) < 1
2 _ 2 o 2
n®—1 o + sin(n) o N +1 .
nd—2n+5 ~ n3—-2n+5 ~ n3—-2n+5

pour tout n € N. Ainsi n? — 1 < n? +sin(n) < n? + 1, puis ar

5 2
3 ) S H n”—1 nrl
n® —2n + 5 > 0. Cest-a-dire B _mTs S ki < n3—929n4+5

. 1. ., &) . . , .
3. On est en présence d’une forme indéterminée « — ». On factorise numérateur et dénominateur par le terme de
00

2 2 1 1

n®—1 n 1—-—= 1 - = 1 1
plushautdegréziz—xgiﬁs:—x%. lim — =0; lim 1— — =1 par

nd—=2n+5 n3 1-Z 4% n 1-4 4% noton n—-+oo n?

2
n°—1
somme et lim 1 — — 4+ — =1 par somme donc lim ———— = 0 par quotient et produit. De méme, on
n—+oo n22 n3 n—+oon3 —2n + 5
. . n*+1 . . .
obtient que lim —————— = 0. On en déduit, grace au théoréme des gendarmes, que lim k, = 0, ce qui
nostoond —2n+5 n——+o0

valide la conjecture précédente.
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Corrigés CHAPITRE 3 : LIMITES DE SUITES

Exercice 17

1. Soit n € N* et soit k& un entier compris entre 1 et n (1 < k < n). On a n?+1<n>+k < n?+n; dou

1

1 1 n n n

> >
n2+1 " n24+k " n2+n

ar

car la fonction inverse est décroissante sur R* 5 puis 5 < 5 < 5 I¢
n®+n n®+k n?+1

n > 0. On obtient ainsi n égalités, une pour chaque valeur de k, que ’on peut sommer pour k allant de 1 a n :

n

n - n " n
an—i—ngznz—&-kéérﬁﬁ-l

k=1 k=1

Puisque les termes des sommes des membres de gauche et de droite ne dépendent pas de n, et puisque la somme
du membre central est égale a u,,, on obtient :

X n < <n X i
nx ——<u n
n2+4+n - "7 n?+1
Par conséquent :
n? < n?
— <u
n24+n =" " n24+1

2. On reconnait la configuration classique du théoréme des gendarmes. Calculons alors les limites des membres exté-
rieurs de I'inégalité. On reconnait des formes indéterminées « — ». On factorise numérateur et dénominateur par
00

n2 n2 1 1 . . n? .
le terme de plus haut degré : —— = — x T = —. On en déduit que lim ——— =1 par opérations
n2+n n? 141141 n—too n? 4+ n
. n? 1 . . n? .
sur les limites. De méme, = T et on déduit que lim ——— = 1. On conclut que lim wu, = 1 grace
n?+1 1+ n—+oo n? 41 n—-+oo

au théoréme des gendarmes.

Exercice 18

Partie

A

1. Augmenter une quantité de 5 % revient a la multiplier par 1,05. Ainsi, pour tout n € N, v, = 1,05v,, donc la
suite (v,) est géométrique de raison 1,05. Son premier terme étant vy = 12, on en déduit que, pour tout n € N,
v, = 12 x 1,05™.

2. Non car lim v, = +oo car 1,05 > 1 et donc v,, > 60 a partir d’un certain rang, que I’on peut d’ailleurs déterminer

n—-+oo

avec un tableau de valeurs ou un algorithme de recherche de seuil (on trouve v, > 60 <= n > 33).

Partie

d.

B

—-2,2
.Onag(z)= 6075 z+1,1.

g () >0 < x < 302,5. Ainsi ¢’(z) > 0 pour tout = € [0 ; 60] et donc g est croissante sur [0 ; 60].

605 605 605

-1,1 , -1,1 , —-1,1
L) =r = —r+llr=0r = —F—r*+0,lr=0 x+0,1)z=0 < z€{0; 55}

. w1 ~ 12,938. La population de I’espéce animale dans la réserve s’éléve a 12 938 individus en 2021.
.— P(n): «0<u, <55».

— Initialisation. uy = 12 donc P(0) : « 0 < ug < 55 » est vraie.

— Heérédité. On suppose qu'il existe un entier n € N tel que P(n) est vraie.
Montrons que P(n+1) : « 0 < upyp1 < 55 » est vraie également.
On a, par hypothése de récurrence, 0 < wu, < 55. Donc ¢(0) < g(u,) < g(55) par croissance de g sur
[0; 60], c’est-a-dire 0 < w41 < 55. Ainsi P(n + 1) est vraie.

— Conclusion. Par axiome de récurrence, on a montré que pour tout entier n € N, 0 < u,, < 55.

. Cela peut se montrer par récurrence en adaptant la démonstration précédente. On peut aussi le prouver de

la facon suivante : g(x) — = est un polynéme du second degré qui a pour racines 0 et 55 (d’aprés B.1.b.) et
dont le coeflicient dominant est négatif. Ainsi, pour tout = € [0 ; 55], g(x) — z > 0. Or, pour tout n € N,
un € [0; 55] (d’aprés B.2.b.) donc g(uy) — up, > 0, 00 up41 — upn, > 0. Par conséquent, (u,) est croissante.

(up) est croissante et majorée par 55 donc (u,) est convergente d’aprés le théoréme de la limite monotone.
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Corrigés CHAPITRE 3 : LIMITES DE SUITES

e. L’équation g(¢) = ¢ admet deux solutions : 0 et 55 (d’aprés B.1.b.). La limite de (u,) ne saurait étre égale
a 0 car (u,) est minorée par 12 (toute suite croissante est minorée par son premier terme) donc les termes

ne peuvent s’approcher infiniment de cette valeur. On en déduit que 1iIJIrl u, = 55. Ainsi la population de
n—+0o0o

I’espéce animale dans la réserve va se stabiliser autour de 55 000 individus au cours du temps.

def seuwil():
u=12
n==4
while u<5@:
u=-1.,1*u**2/8@5+1.1%0u
n=n+1 In [2]: seuil()
3. return n out[2]: 36

Exercice 19

Partie A

u/

2y/u 2y +1°
La fonction racine carrée étant a valeurs positives, pour tout € [0 ; +oo[, f'(z) > 0 donc la fonction f est
croissante sur l'intervalle [0 ; +o0].

1. f est de la forme /u avec, pour tout x réel positif : w(zr)=z+1 et u'(z)=1.
1

Donc f' = donc pour tout z € [0; +oof, f/'(z) =

2. Soit x un réel appartenant a l'intervalle [0 ; +oof :

e WET ) x (VatTte)  (VatD)-e?  —aPta+d
fl@)—r=Ve+tl-z= s =

=0+ —2’+2+1=0

—224+x+1
3. f(z) =2 <= Vitiis
Car sur [0 ; 4oo[, le dénominateur VI +1 4 2 est strictement positif, en tant que somme d’une expression
strictement positive (v/z + 1) et d’une autre positive (z), donc ce dénominateur est non nul.
On a un polynome du second degré. Calculons le discriminant.
A=12—4x(-1)x1=5
On a donc deux racines réelles distinctes :

—1—\/5:1+¢5>O

R 2
-1 5
To = # < 0 donc n’est pas solution de I’équation sur [0 ; +o0[

L’équation f(z) = 2 admet donc une unique solution sur Uintervalle [0 ; +oof :
oo Lt Vb

-—
Remarque : ce nombre est connu sous ’appellation « nombre d’or ».

Partie B

1. — Initialisation : pour n =0, on a ug = 5.
ug € [0 ; +ool, donc f(ug) est défini et uy = f(ug) = f(5) = V5 + 1 = V6 ~ 2,45.
L’inéquation 1 < wgy1 <ug  est bien vérifiée.
— Heérédité : Pour un entier naturel n, on suppose que l'inégalité est vraie au rang n, c’est-a-dire : 1 < up41 < Up.
En appliquant la fonction f aux trois membres de cette inégalité, la croissance de f sur [0 ; +oo[ donne :
F) < flung1) < flun) = V2 <tpyo Stpnpr = 1 <Upyo Suppr, carvV2m=14>1
Cette conclusion est 'inégalité, au rang suivant.
— Conclusion : I'inégalité est vraie au rang 0, et sa véracité est héréditaire, pour tout entier naturel, donc, en
vertu du principe de récurrence, pour tout entier naturel n, 'inégalité est vraie, soit : 1 < up+1 < Up.
2. La question précédente donne :
— VneN, up41 <u, lasuite est donc décroissante;

— VneN, 1< u, lasuiteest donc minorée, par 1;

Lycée Maximilien Perret Terminale - Spécialité Mathématiques Page 7 sur 8



Corrigés CHAPITRE 3 : LIMITES DE SUITES

. D’apres la question 3. de la Partie A, cette équation n’a qu’une solution dans [0 ; 400 :

La suite (u,) étant décroissante et minorée, elle est donc convergente, vers une limite qui doit étre supérieure ou
égale a 1 (et inférieure ou égale a ug car la suite est décroissante).

1+5

2
On constate également que cette valeur satisfait les critéres supplémentaires que l'on connait pour cette limite

(supérieure a 1 et inférieure a ugp).

1+45

La suite (u,) converge donc vers ¢ = 7

. La fonction seuil présentée initialise la variable u & 5, c’est-a-dire ug et la variable i & 0, c’est-a-dire I'indice de

Ug.
Tant que la valeur absolue de la différence entre £ et u est supérieure ou égale a 10~", on remplace dans la variable
u le terme de la suite par le terme suivant, et dans la variable i 'indice par I'indice suivant.
La boucle s’arréte donc dés que u contient un terme de la suite dont la distance a £ est strictement inférieure a
10~™ et renvoie l'indice de ce terme (qui est donc une valeur approchée & 10~" prés de la limite).
a. seuil(2) va donc renvoyer l'indice du premier terme qui est & moins d’un centiéme de la limite £.
Par exploration a la calculatrice, on a ug — £ ~ 0,02 > 1072 et
us — £ ~ 0,007 < 1072 donc la fonction renverra l'indice du premier terme pour lequel le test du while n’est
pas satisfait : 5.
b. Si seuil(4) renvoie 9, c’est que le premier terme de la suite qui est une valeur approchée de £ 4 10~* prés
sera g.
Remarque : comme la suite (u,) converge vers ¢ en décroissant, tous les termes de la suite sont des valeurs
approchées de ¢ par exces, I'utilisation de la fonction abs dans la fonction Python n’était pas indispensable.

Exercice 20

Partie A
suites Graphigue Tableau Suites Graphique Tableau
0 8 1 Auto Axes Hawiguer Calcul
= + =
Hhel !
5 L esne e ®
- *
Ug = 1 4 Ll
B 5 .
-
3 .
Ajouter une suite P
L
1 4 a8 12 16 20
Tracer le graphigue [ Afficher les valeurs
1. n=28 u(n)=4, 95386314

La suite (u,) semble croissante et converger vers 5.

.— P(n): «u, =5-—4x0,8"».

— Initialisation. up =1 et 5 —4x 0,8° =5 -4 =1 donc P(0) : « ug =5 —4 x 0,8 » est vraie.

— Heérédité. On suppose qu’il existe un entier n € N tel que P(n) est vraie.
Montrons que P(n +1) : « upy1 =5 — 4 x 0,871 » est vraie également.
On a, par hypothése de récurrence, u,, = 5—4x0,8". Donc 0,8u,, = 0,8(5—4x0,8") ; ainsi 0,8u,, = 4—4x0,8"+1;
puis 0,8u, +1 =5 —4 x 0,8""! c’est-a-dire u,+1 =5 — 4 x 0,8"TL. Ainsi P(n + 1) est vraie.

— Conclusion. Par axiome de récurrence, on a montré que pour tout entier n € N, u,, =5 — 4 x 0,8".

. Soit n € N. 0,8"*! < 0,8" donc —4 x 0,81 > —4 x 0,8" d’ot1 5 —4 x 0,8"T1 > 5 —4x 0,8" c’est-a-dire u, 11 > Uy,.

Ainsi la suite (u,) est strictement croissante.

De plus, lim 0,8 =0car —1< 0,8 <1et donc lim u, =5 par produit et somme.
n—+oo n—+00

Partie B

1.

Soit n € N. v,11 = upt1 — 5¢ = (0,8uy, + ¢) — 5e = 0,8u,, — 4¢ = 0,8(u, — 5) = 0,8v,,.
Ainsi (v,,) est géométrique de raison 0,8 et de premier terme vy = ug — 5¢ = 1 — 5e.

. Par conséquent, v, = (1 — 5¢)0,8" pour tout n € N. Et donc u,, = v,, + 5¢ = (1 — 5¢)0,8"™ + 5¢ pour tout n € N.

. On cherche a déterminer la valeur de c telle que lim w, = 10. Or lim (1 — 5¢)0,8" + 5¢ = 5¢ par opérations
n——+00 n——+00

sur les limites. Par unicité de la limite d’une suite, on en déduit que ¢ = 2.
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